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1 Questions de cours

(7 points)

1. Enoncer le Théoréme du point fixe de Picard.

Donner la définition d’une tribu sur un ensemble X.

Enoncer I'inégalité de Cauchy-Schwarz.

Enoncer le Théoréme de la convergence dominée.

Donner la définition de Uensemble Li () out 2 est un ouvert de R.

Donner la définition d’une distribution sur un ouvert 2 de R.

Montrer que la convergence dans Li (€2) implique la convergence dans D’(2).
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2 Exercices d’application

(6 points)

1. Soit ¢ € D(R), on note ¢, (z) = ¢(x + n).
a- Etudier la convergence de ¢,, dans D'(R).
b- Etudier la convergence de ¢, dans L'(R).

2. Soit T la distribution de D'(R?) définie par

+oo
Vo € D(R?), (T, p) = /0 o(x, ) dx.

Vérifier que T' définit une distribution d’ordre 0 et montrer que g—f + %—Z = 0(0,0)-

3. Soit (an)nen une suite strictement croissante de nombres réels tendant vers +oo. Soit 7' définie par
Vo € D(R), (T, 0) = > & (an).
neN

Montrer que T définit bien une distribution.

4. Soit f une fonction de R dans R contintiment dérivable. On suppose que les fonctions f et f’ sont
intégrables sur R. Montrer que f(x) admet une limite a4 lorsque z tend vers +oo, puis que a; = 0. Montrer
de méme que f(z) tend vers 0 lorsque x tend vers —co. En déduire la valeur de [, f'(z) dx.

3 Exercice. L' s’identifie avec le dual de LP.

(10 points)

Soit p un réel tel que 1 < p < 2 et p’ 'exposant conjugué de p, défini par p’ = p/(p — 1), ou de fagon
équivalente par 1/p+1/p’ = 1. L’objectif de cet exercice est de montrer que Lp/(](), 1]) s’identifie avec le dual
(topologique) de LP(]0, 1[), autrement dit qu’il existe une bijection naturelle entre L' (]0,1[) et (LP(]0,1[))’,
I'ensemble des formes linéaires continues sur LP(]0, 1]).



Pour 1 < g < +oo et f € L9(]0,1]), on note || f||; la norme de f dans L9(]0,1[). On rappelle I'inégalité
de Holder : soit 1 < g < 400, ¢’ 'exposant conjugué de ¢ (défini par 1/q+ 1/¢ = 1), u € L1(]0,1[) et
ve L9(]0,1[). Alors uv € L*(]0,1]) et

[wvlly < Jlullg [vllg-

1. Soit f € L' (]0,1[). Montrer que pour tout g € LP(]0,1[), la fonction fg est intégrable sur ]0,1[. On
pose

(Tf)(g) = /0 f(@)g(x) da.

Montrer T'f : g — T f(g) définit une forme linéaire continue sur g € LP(]0, 1]), i.e. un élément de (LP(]0,1[))’,
puis que
T: £7(0.1) — (£(0,1))
f— Tf

est une application linéaire continue de norme inférieure ou égale a 1.

Les questions 2 et 3 visent & établir que T est une isométrie bijective, qui permet d’identifier le dual de
L?(]0,1[) avec L¥ (]0,1[), ce qu’on note (LP(]0, 1[))" =~ L* (]0, 1]).

2. L’objectif de cette question est de montrer que 1" est surjective.
2.a. Soit g € L?(]0,1]). En utilisant 'inégalité de Holder avec ¢ = 2/p, montrer que g € LP(]0,1])
et que [gll, < [lgl2-

2.b. Soit p € (LP(]0,1]))’. Comme, d’aprés la question précédente, L2(]0,1[) € LP(]0,1[), on peut
considérer la restriction de ¢ & L?(]0,1[), que I'on note ®|12(0,1))- Montrer que ©r2q0,1]) € (L2(]0,1]))". En
déduire qu’il existe f € L%(]0,1[) telle que

1
vge L2(0,1]),  ¢lg) = / f(@)g(x) da.

On pourra appliquer le Théoréme de représentation de Riesz: Soit (H,(-,-)) un espace de Hilbert et b une
forme linéaire continue sur H. Alors il existe un unique u € H tel que Vv € H,b(v) = (u,v).

2.c. On veut a présent montrer que f € L¥' (]0,1[). On définit la suite de fonctions (f,)nen par

VneN,  fui= xqpemsen(HLT

ot {|f] < n} = {z €]0,1[, |f(x)| < n}, ol x{|f|<n} est la fonction caractéristique de 'ensemble {|f| < n}, et
ou sgn(a) désigne l'application “signe” : sgn(a) := a/|a| si a # 0 et sgn(0) := 0. Montrer que f, € L*(]0, 1[)
pour tout n, et donc que f,, € L?(]0,1[). En considérant les quantités |¢(f,)|, montrer ensuite que Vn € N,

1
1 N
</0 X{f1<n} (@) f ()P dw) < lellczeqoapy - (1)

Enfin, en appliquant le théoréme de convergence monotone (qui dit que si h,(z) est une suite croissante
de fonctions mesurables positives qui converge simplement vers la fonction h(z), alors limy, o [ hy, = [ h),
montrer que f € L (]0,1]).

2.d. Montrer que ¢ = T'f. On pourra pour cela utiliser la densité de L2(]0,1[) dans LP(]0,1]).
Conclure sur le caractére surjectif de T'.

3. L’objectif de cette question est de montrer que 1" est une isométrie, i.e. que pour tout f € i (Jo, 1)),
1T fll(zrqoapy = HfHLp/(]O p)> €t donc en particulier que T" est injective. Soit donc f € L (]0,1[). Déduire
de la question précédente que ||T'f{|(rr(o,11y 2 I1f [l 1o j0,1)- Conclure.



