Corrigé Quizz 2010

1 Exercices d’application

1. Soit ¢ € D(R), on note ¢y (z) = ¢(x +n). Soit M > 0 tel que Supp(yp) C [-M, M]. On a alors pour tout
n €N, Supp(en) C [-M —n, M —n].
a- Soit ¥ € D(R). Soit K > 0 tel que Supp(¢)) C [~ K, K]. Comme ¢,, € D(R) C L} (R),

loc

(om D)@y DE) = /R on(@)b(z) dz,

-/ " (@) de

-K

Pour n > M + K + 1, on a Supp(¢,) N Supp(¢)) = 0 et donc ffK on(z)Y(x) de = 0. Donc on a
(@ns V)D/(R),D(R) =20, Ve D(R),

donc (¢y,) converge vers 0 dans D'(R).

b- Si (@) convergeait vers une fonction f dans L!'(R), comme la convergence dans L'(R) entraine la
convergence au sens des distributions, et par unicité de la limite dans D'(R), on aurait nécessairement f = 0
d’aprés la question précédente. Par ailleurs, on a

lonllzr ) = / ol = / ol = ol orca.
R R

Donc nécessairement, si ¢ # 0, comme ¢ est C> & support compact, on a [|¢||z1g) > 0 et la suite () ne
peut donc pas converger dans L'(R). Moralité: (¢,) ne converge dans L'(R) que si ¢ est identiquement
nulle et dans ce cas, (¢,) converge bien vers 0 dans L!(R).

2. Tout d’abord, on remarque que 7' définit bien une distribution puisque T définit bien une forme
linéaire sur D(R) et si K est un sous-ensemble compact de R? et si ¢ € D(R) telle que Supp(p) C K, et si
M > 0 est telle que K C [~M, M]?,

(T, o) <M sup [p(z,y)|.
(z,y)EK

Donc T est une distribution d’ordre 0.

Par définition de la dérivée au sens des distributions, si ¢ € D(R?),

or or . dp 9y
_ (9 Iy
= /0 <8x (x,x) + 3y (a:,:c)) dx.
Par ailleurs soit ¢ : € R — ¢(z,z). On remarque que ¢'(z) = g—f(a:,x) + g—‘;(:v, x). Donc,
or or -
G+ 59 = W,
= T/J(O) = ¢(0,0),
= <5(0,0) ©)-

Donc (69% + %% == 5(0’0).



3. Soit K un compact de R, soit M > 0 tel que K C [-M, M] et soit ¢ € Di(R). Soit ng € N tel que
pour tout n > ng, a, > M. On a alors

(To9) = > ¢M(a

neN
no—1
= > ¢™(an)
n=0
< no sup ’ﬁﬂ(k)(x)‘-

0<k<(no—1), z€K

Donc T' définit bien une distribution. Par contre, elle n’est pas d’ordre fini.

4. On remarque qu'on a f(x) — f(0) = [ f'(t)dt = 0+°O X[0,2](t).f'(t)dt. On a que pour tout z > 0,
X0,21f'] < |f/| € LY(R). Par ailleurs, x4 (t)f'(t) — f'(t) lorsque = tend vers I'infini. Donc on peut
appliquer le théoréme de la convergence dominée pour conclure que

/f va— [ s

r—00

Donc f(z) a bien une limite en +oo qui est ay = f(0) + fO f/(t) dt. De méme, f(z) a également une limite
en —oo qui est a— = f(0 f f/(t)dt. Or comme f est intégrable, on a donc nécessairement ay = a_ = 0.
Finalement, on a
+oo
f'(t)dt = ay — f(0) + f(0) —a— = 0.
—0o0

2 Exercice. (L?) ~ L”: on peut enlever les parenthéses.

1. Soit f € L¥'(]0,1]) et g € L*(]0,1[). Par l'inégalité de Holder, fg € L*(]0,1[) et

T \—‘/f v da

L’application Tf est donc bien définie car fg € L', est manifestement linéaire, et est continue d’aprés
Pinégalité précédente. On a de plus que Papplication f € L¥' (]0,1[) — T'f € (L*(]0,1[))" qui est manifeste-
ment linéaire. De plus,

T1(9)l

— = < ||fll» ;
ol < Moo

< 1 £1lpllgllp-

Vg € L*(]0,1]),9 # 0,

et donc

Tf(9)l _
gl

IT fl(zrqo,1py = sup <AL go1py»
97#0

et T définit donc une application linéaire continue de L (]0,1[) dans (L?(]0,1[))’ de norme inférieure ou
égale a 1.

2.a. Soit g € L?(]0,1[). Comme 2/p > 1, on a par P'inégalité de Holder

/01 9(@)P do = /01 lg@)l” x 1dz < (/01<'9(x)'p)2/p d‘”’“’f </01 e dx>1_ ol

d’out le résultat.

[MIS]

2.b. Soit g € L%(]0,1[). D’aprés la question précédente g € LP(]0, 1[) et comme ¢ € (LP(]0,1[))’ on a

lo()] < llellzrqoapy lally < llellzrqo,ipyllglle:

Ainsi ¢|12(j0,1)) est une forme linéaire sur L?(]0, 1), continue pour la norme de L2(]0,1[), i.e. ¢ € (L%(]0,1]))".
D’aprés le théoréme de représentation de Riesz appliqué dans I'espace de Hilbert L2(]0,1[), on a le résultat.



2.c. On cherche a montrer

1
ol

1 P
(A;mﬂ@umu@wwu> < lelerqopy- (1)

On a pour tout z €]0,1[, |fu(z)] < n? ' et donc f,, € L®(]0,1[). Comme L*®(]0,1[) c L*(]0,1[) (car
fol |h|? < ||h]1Z fol 1 = ||h||%, < o pour tout h € L°(]0,1])), on a donc f,, € L?(]0,1]) et ainsi f,, € L”(]0,1])
pour tout n. Comme f,, € L?(]0,1[) on a

1 1
w%ﬁ=£iﬂ@ﬂ@¢ﬁiéxw&ﬁwﬁmwﬂm

et comme f,, € LP(]0,1]) on a également en remarquant que p(p’ — 1) = p’

1
P
1
[e(fu)l < llellczeqoapy 1fnlly = llellzrgo,ipy /0 X{If1<n} (@) [f(2) @Y da
=|f ()]’
En regroupant ces deux maniéres d’écrire |¢(f,)| on obtient donc
1 , 1 ) %
/0 xX{1f1<ny (@1f(@)P dz < el (e go,1p)y (/0 X{1f1<n} (@) f ()P dx) : (2)
ce qui implique
1 , 1/p'
(/0 X{If1<ny (@) f ()P dx) < lellzeqopy (3)

puisque 1 — % = z%'

On remarque a présent que la suite de fonctions g, définie par gn(z) = Xy fj<n} (®)]f (z)|P" est telle que
gn est mesurable et g, > 0 pour tout n € N et que pour tout = €]0,1[, gnt1(z) > gn(x). Donc (gn)n est
une suite croissante de fonctions mesurables positives. Par ailleurs, la suite g, converge simplement vers la

fonction | f |p,. On peut donc appliquer le théoréme de convergence monotone qui implique que

1 1 1
| @re= [ xgren@li@r ar — [1r@) .

Ceci entraine en faisant tendre n vers 'infini dans (3), que

1 . 1/p
(A\ﬂ@Wdﬁ — A1l < el zrgonny

et donc f € L¥' (]0,1]).

2.d. D’aprés la question précédente, f € LP'(]0,1[) et donc Tf € (LP(]0,1[))’. Les formes linéaires T'f
et ¢ continues sur LP(]0, 1[) coincident sur L2(]0,1[) qui est dense dans LP(]0, 1[), donc coincident partout.
Ainsi ¢ =T f, d’ou T est surjective.

3. Soit f € L (]0,1]). D’aprés la question précédente appliquée a ¢ = T'f, on a bien a la limite n — oo
dans (3)
1AW 2o o1y < 1T f Nl e o,ipy -
Comme on a montré 'inégalité inverse en 1., on a bien Hf||Lp/(]0 iy = ITfll(zrqo,1py pour tout f €

L¥'(]0,1[),f # 0, et cette égalité est encore vraie pour f = 0. Ainsi T est bien une isométrie, et en particulier
est injective (car Tf =0 = f = 0).

Remarque 2.1. On a donc montré le théoréme de représentation de Riesz dans les espaces LP(]0,1[) pour
1 < p <2, en utilisant le théoréeme de représentation de Riesz dans les Hilbert qui est un résultat beaucoup
plus simple, qui découle de l’existence d’un supplémentaire orthogonal & tout sous-espace fermé. On voit que
lon peut étendre cette méthode aux espaces LP(Q2) avec Q C R? de mesure finie, mais on ne pourra pas le
faire pour p > 2, car dans ce cas on n’a plus d’injection continue L> C LP, et on ne peut pas se ramener Q
L?. Le théoréme de représentation de Riesz dans le cas général est un résultat difficile.



